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CLLASA 0 V-a

Problema 1. Un nunir natural se micgorenza en 2007 dueit i glergem wtimele dond
cilre, Care este ninuaul?
Guazela Matemalied

Problema 2. Aflagi numerele nntarnle prime a, b, ¢, doch a = 0 + ¢ gf a < 2017.

Problema 3. Considerion multimen A = {1,2,3,...,2017}. Determinati mumndirul
subimulqunilor 2 ¢ A cu trei elemente eave indeplinese simultan condigiile:

(n) el putin doua clemente din muliimea 3 sunt munere naturale consecutive,

(b) existi a € B pentru eare 3a € 3.

Problema 4. Wit toate modurile de colorare cu rogu sau verde a numnerclor
1,2, ..., 10 astfel imeat s indeplineascd conditiile:

(a) numarul 5 sa fie colorat cu rogu;

(b) daca muncerele x §i y sunt de culori diferite gi z + y £ 10, atunci numarul z + y
trebuie colorat en verde;

(c) daca numerele x gi y sunt de culori diferite si zy < 10, atunci numérul zy trebuie
colorat cu rogu.

Timp de lucru 2 ore. Se acordd in plus 30 de minule pentru intrebari.
Fiecare problema esie notaid cu 7 puncie.
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CLASA a VI-a

Problema 1. Daca a;, ay, ..., a2017 sunt numere naturale nenule, aratati ci fractia

92017 = 7. 32017 + 7

g(a1+a2)(az2+a3)...(az016+a2017)(a2017+01) — f

este reductibila.

Problema 2. Se considerd A multimea tuturor numerelor naturale de trei cifre abc,
formate din trei cifre consecutive, nu neapirat in ordine.
a) Determinati cardinalul multimii A.

b) Demonstrati ca, oricuin am alege cateva elemente din multimea A, suma acestora
nu poate fi egala cu 2017.

Problema 3. a) Comparati numerele 2% si 3%.
b) Demonstrati ci, daci 5b > 3a > 0, atunci 2%° < 3%.

Gazeta Matematica

Problema 4. a) Aratati ci, intr-un triunghi dreptunghic cu un unghi de 30°, cateta
care se opune unghiului de 30° este jumatate din ipotenuza.

b) In interiorul triunghiului ABC cu m(<A) = 100° si m(<B) = 20° se considerd
punctul D, astfel incat m(<«DAB) = 30° si m(<DBA) = 10°. Determinati m(<ACD).

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebar:.
Fiecare problemd este notatd cu 7 puncle.
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CLASA a VlIl-a

Problema 1. Se considera numarul natural n > 3 cu proprietatea ca 3n + 1 este
patrat perfect. Aratati ca exista trei numere naturale nenule a, b, ¢ astfel incat numarul

3 +3
=4/1
\/ +a2+b2+c2

sa fie natural.

Problema 2. Fic E(z,y) = — i = g Es

+ ,
y y+1l y+2
a) Rezolvati in multimea numerelor naturale ccuatia E(z,y) = 3.

b) Aratati cd existd o infinitate de numere naturale n pentru care ecuatia E(z,y) = n
are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

Gazeta Matematica

Problema 3. Peclatura [C D] a pitratului ABCD sc considerd punctul E astfel incét
m(XABFE) = 60°, iar pe semidreapta (BA se ia punctul F astfel incit [BE] = [BF]. Se
notcaza cu Al punctul de intersectic al dreptelor EF si AD.

a) Aratati ca m(XBAME) = 75°.

b) Bisectoarea unghiului CBF intersecteazd dreapta CD in punctul N. Aritati ci
triunghiul BAI/N cste cchilateral.

Problema 4. Sc considera triunghiul ABC, cu m(XA) < m(XC). Punctul E apartine
bisectoarei interioare a unghiului B astfel incat < FAB = SACB. Fie D un punct pe
dreapta BC astfel incat B € (CD) si [BD]| = [AB]. Aratati ca mijlocul M al segmentului
|AC] este situat pe dreapta DFE.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problemd esie notata cu 7 puncte.
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CLASA a VlIli-a

Problema 1.
a) Fie m,n,p € N, m > n, astfel incat /m — /n = p. Demonstrati ci m gi n sunt patrate
perfecte.
b) Determinati numerele abed care verifici egalitatea

Vabed — V acd = bb.

Gazeta Matematica

Problema 2. Fie ABCDA'B'C'D’' un cub de laturd a. Notdm cu M si P mijloacele
muchiilor [AB], respectiv [DD'].
a) Demonstrati ci AM{P1A'C;
b) Calculati distanta dintre dreptele M P si A'C.

Probleme 3.
a) Fie = € [1,00). Demonstrati c¢i 2° — 522 + 8z — 4 > 0.
b) Fic a,b € [1,00) . Determinati minimul expresici ab(a+b— 10) +8(a+b) .

Problema 4. Fie ABCDA'B'C’D’ un cub de latura 1. O furnica parcurge un drum
pe suprafata cubului, pornind din A si terminand in C’. Deplasarca este permisd numai
pe muchiile cubului si pe diagonalele fetelor. Stiind ca drumul nu trece prin niciun punct
de doua ori, determinati lungimea maxima a unui asemenea drum.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notald cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a

Problema 1. Fie A4,. B,.C) picioarele inal{imilor triunghiului ascutitunghic ABC.
Pe segmentele B,C,.C} A;. A, B, se considera punctele X.Y . respectiv Z, astfel incat

Cy X becosC A)Y ccosA  BiZ acosB

XB, ccosB' YC; acosC® ZA, beosA

Aratati ca dreptele AX. BY si CZ sunt concurente.
Gazeta Matematica

Problema 2. Fie ABC un triunghi in care O si I sunt respectiv centrul cercului

circumscris §i centrul cercului inscris. Mediatoarele segmentelor 1A, I B, IC se intersecteza
doua cate doui formand triunghiul A, B,C;. Aratati ca

—_ — — —
OI=OA1 +OBI+001.

Problema 3. Fie (a,),>1 0 progresie aritmetici de numere naturale nenule. Notim
Sp=ai+al+---+a?, ne N Aritati ci:

a) Daca p este un numar prim, p > 5, atunci S, se divide cu p;

b) S5 nu este patrat perfect.

Problema 4. Fie a,b, c numere reale pozitive cu proprietatea ab+ bc + ca + abc = 4.
Aratati ca
Vab+ Vbc++Vca<3<a+b+e

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problemd este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a

Problema 1. a) Si se determine z € Nsi y € Q dacd /z+ VT =1v. -
b) Si se arate ci existi o infinitate de perechi (z,y) € Q? astfel incat \/z + /zZ =v.
Gazeta Matematica

Problema 2. Determinati perechile (z,y) de nuinere intregi pentru care

2% +logaz = y* §i 2Y+log, y = z°.

Problema 3. Fie a € (0,+00). Demonstrati inegalitatea

a®* . (a+1)°** >a, Vz € [0, -g—] .

Problema 4. Fie A= {z € C||2| = 1}.
a) Demonstrati ca (|z + 1| — v2)(|z — 1] — V2) <0,Vz € A.
b) Demonstrati ci pentru orice 2, 2s,...,212 € A4 exista o alegere a semnelor " +” pentru care

12
Y lzEl] <17,
k=1

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a
Problema 1.

Fie (a,.),>1 un sir de numere rcale astfel incat a; > 2 si

An+1 = 1 + —, pentru orice n > 1.

Op

a) Aratati ca ag,-; +ag, > 4. oricare ar fin > 1, si cid lim a, = 2.
n—00

b) Determinati cel mai mare numir real a pentru care inegalitatea

\/:x:2+a§+ 2+ a)+/22+ai+...+ x2+ai>n\/;cz+a2

este adevarata oricare ar fi z € R si oricare ar fi n € N*.
Gazeta Matematica

Problema 2.
a) Aratati ca cxista functiile f : R - R si g : R = R cu proprictatile:

fog=gof, fof=gog s f(z)#g(z),Vz €R.

b) Aratati cd daca f : R —» R si ¢ : R — R sunt functii continue cu proprietatile
fog=go fsi f(x)# g(z),Vz € R, atunci

(fof)(z)#(gog)(z), VzER.

Problema 3.

Se considerd doua matrice A, B € M3(R) ce nu comutai.

a) Stiind ci A% = B3, ariitati ci A" si B™ au aceeasi urm3, pentru orice numér natural
nenul 7.

b) Dati exemplu de doud matrice A, B € M3(R) ce nu comutd, astfel ca pentru orice
numir natural nenul n, A" si B™ sa fie diferite dar sa aiba aceeagl urma.

Problema 4.

Fie A € M,(C) (n > 2) cu det A = 0 si A* adjuncta sa. Aratati ca (A"‘)2 = (trA*)A*,
unde trA* este urma matricei A*.

(Se poate folosi faptul ci rang(XY') > rang(X) + rang(Y) — n,VX,Y € M,(C).)

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f. g: [0,1] = R functii continue, astfel incat f(z)g(x) > 4z?, oricare
ar fi x € [0,1]. Aratati ca cel putin unul dintre numerele

!/01 f(z)dz|, /Olg(x) d:z:1

este mal mare sau egal cu 1.

Gazeta Matematica

Problema 2. Fie (G.-) un grup si fie m §i n doud numere naturale nenule, prime intre
ele. Aratati ca, daci functiile f: G = G, f(z) = 2™, 5i g: G = G, g(z) = ™!, sunt
endomorfisme surjective, atunci grupul G este comutativ.

Problema 3. Determinati cel mai mic numar real a, care indeplineste conditia

n
a > Zak cos(ay + « -+ + ag),
k=1

oricare ar fi numarul natural nenul n §i oricare ar fi numerele reale strict pozitive
ai, ..., Gn, & caror suma este cel mult .

[ 4

Problema 4. Fie (A,+,-) un inel cu 0 # 1 si care indeplineéte simultan urmatoarele
doua conditii:

(1) A nu este corp;

(2) x? = z, oricare ar fi elementul neinversabil z din A.

Aritati ca:
(a) a+ z este neinversabil, oricare ar fi a i z din A, a inversabil si z nenul i neinversabil;
(b) z? = z, oricare ar fi z din A.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



